
問題集　1

3 命題・等式・不等式

x6. 集合と命題

6.1 方程式 x ¡ 14x + 74x ¡ 182x+ 169 = 0 の 2つの解の積が他の 2つの

解の積に等しいことを知ってこれを解け． (都立大)

6.2 x + px + qx+ r = 0 (p; q; r は整数)の解を ®; ¯; ° とし，a = ®

+¯ + ° (n = 1; 2; 3; …) とおくとき，fa g の各項がすべて整数である

ことを証明せよ． (京大)

5 三角関数

x13. 加法定理とその応用

13.1 中心 O，半径 1 の円がある．円外の点 P からこの円に 2 本の接線を引

き，O と接点 A と B で作られる△OAB の面積を S とする．P が動く

ときの S の最大値，およびその値を与える点 P と O の距離を求めよ．

(長岡技大*)

6 平面上の図形

x17. 不等式と領域

17.1 円 x + y = 1 と放物線 y = ax + b が共有点をもつような (a; b) を座標

にもつ点を ab 平面上に図示せよ． (阪大*)

7 個数の処理

x18. 場合の数と二項定理

18.1 街路が長方形状に縦方向にm+ 1本，横方向に n+ 1本ある．左下を点

A(0; 0), 右上をB(m; n)とし，点Aから最短路を通って点Bに行くもの

とする．また，Aから点M(i; j)へ行く最短路の数を f(i; j)で表すもの

とする． (阪大*)

(1) f(m; n) を求めよ．
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(2) 点M(i; j) を通り Bへ行く最短路の数を f を用いて表せ．

(3) j≦ i であるような点 M(i; j) だけを通って A から M(5; 4) へ行

く行き方は何通りあるか． (阪大*)

B
n

n¡ 1
... M

j
...

2

1

A 1 2 ¢ ¢ ¢ i ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ m¡1 m

・

・

・

M (5,4)

P

Q

R
A

・

・

・

・ ・

(点 P, Q, R は解の説明のためにいれている)
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問題集　2

1 数　列

x1. 数列とその和

1.1 次の式を数学的帰納法を用いて証明せよ． (東北大*)

1

2
+ cos µ + cos 2µ + ¢ ¢ ¢+ cosmµ = 1

2

sin m+
1

2
µ

sin
µ

2

1.2 自然数 nと関数 f(x) = 2x+ 4に対して，

g (x) = f(x); g (x) = f(g (x)) (n≧ 2)

とする．

(1) g (x)を求めよ．また y = g (x)は nの値にかかわらずある定点を通

る直線を表すことを示し，その点を求めよ．

(2) x≦ 0; y≧ 0; y≦ g (x)を満たす整数 x; yの組 (x; y)の個数を求

めよ．

(3) (2)の整数の組 (x; y)のうち，¡5x+ y の値を最大にするものを求め

よ． (豊橋技大)

1.3 縦 1(m)横 n(m)の床 F がある．この床に縦 1(m)横 k(m)のタイル T を

何枚か使って敷き詰めたい．T は何枚使ってもよいものとする．タイル

の並ぶ順序は区別するものとして，F をタイルで敷き詰める敷き方を f

通りとする．また T を使わずに敷くとき，その敷き詰め方を g 通りと

する．ただし，n; k は整数である．

(1) f = f + f + ¢ ¢ ¢+ f + f + 1であることを示せ．

(2) f を求めよ．

(3) g = g + g であることを示せ．

(4) g を求めよ． (阪大*)

1.4 n を自然数とする．

(1) 1 +
1

n
の展開式を求めよ．

(2) n≧ 3 のとき次の不等式を証明せよ．
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1 +
1

n
< 1 + 1 +

1

2!
+
1

3!
+ ¢ ¢ ¢+ 1

n!
< 3

(3) 1 +
1

n
< 1 +

1

n+ 1
を証明せよ．

(4) n≧ 3 のとき
p
n >

p
n+ 1 を証明せよ．

(類:東北大*，豊橋技大*)

x2. 無限数列

2.1 2つの数列 fa g; fb gを次のよぅに定義する．

(i) a = 0; b = 10

(ii) n = 1; 2; 3; ¢ ¢ ¢ に対して

a + b

2
≦ 3 ならば a =

a + b

2
; b = b とし，

a + b

2
> 3 ならば a = a ; b =

a + b

2
とする．

このとき以下の問に答えよ．

(1) a ; b ; a ; b を求めよ．

(2) a > 0となる最小の nを求めよ．

(3) b ¡ a を nの式で表せ．

(4) すべての自然数 nに対して不等式 a ≦ 3 < b が成り立つことを証

明せよ．

(5) lim a および lim b を求めよ． (長岡技大)

2.2 数列 fa gがすべての自然数に対して，関係　

a > 0;
a

a
≦ r < 1

を満たしているとき次のことを証明せよ．

(1) 級数 a は収束する．

(2) 級数
n!

n
は収束する． (阪大*)
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2 微 分 法

x4. 関数の増減

4.1 関数 f(x) = ¡x + axについて

(1) 0≦ x≦ 1における f(x)の最大値M と最小値mを求めよ．

(2) 0≦ x≦ 1における jf(x)jの最大値M と最小値mを求めよ．

(東北大)

x7. 導関数の応用

7.1 (1) 関数 f(x) を f(x) =
p+ cosx

sin x
(sinx 6= 0)とする．ff(x)g の最小

値およびそのときの cosx の値を p を用いて表せ．ただし，p > 2

とする．

(2) p > 2 として，関数 g(x) を g(x) =
sin x

p+ sin x+ cosx
とする．

(1)の結果を使い，g(x) の最大値および最小値を p を用いて表せ．

(豊橋技大)

7.2 曲線 y = x ¡ k (k > 0)がある．この曲線上に x = a に対応する点 P を

とり，P における曲線の接線と x軸の交点の x座標を a とする．x = a

に対応する点 P をとり，P における曲線の接線と x軸の交点の x座標

を a とする．同様のことを繰り返し，数列 a ; a ; a ; ¢ ¢ ¢ ; a ; ¢ ¢ ¢を作る．

ただし，a は a >
p
k である定数とする．このとき次の問に答えよ．

(1) a と a の関係を漸化式で示せ．

(2) lim a を求めよ． (三重大*，類 :富山大*)

7.3 f(x) = ax +bxとする．曲線 y = f(x)が正方形の領域¡1≦x≦ 1;¡1≦ y

≦ 1を 4つの部分に分けるとき，次の問に答えよ． (阪大*)

(1) a; bの条件を求めよ．

(2) ba平面上で a; bの満たす範囲を示せ．
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3 積 分 法

x8. 不定積分

8.1 次の積分 I (n≧ 1)について漸化式を求めよ．

(1) I = x(log x) dx (東商船大) (2) I =
dx

cos x

x9. 定積分

9.1 (1) f(®) = jx ¡ ® jdxを ® で表せ．

(2) f(®) =
1

4
のとき ® の値を求めよ． (豊橋技大)

4 ベクトルと図形

x11. ベクトル

11.1 四角形ABCDにおいて，対角線ACと BDの交点をOとする．点Oは

対角線ACを 1 : p に内分し，対角線BDを p : 1 に内分している．辺AD

を 1 : q に内分する点をM，辺BCを q : 1 に内分する点をNとし，点O

を原点とする点 A, Bの位置ベクトルをそれぞれ a, bとするとき以下の

問に答えよ．ただし，p; q は正の実数である． (豊橋技大)

(1) 点Oを原点とする点M, Nの位置ベクトルは a, bを用いてどのよ

うに表されるか．

(2) 3点M, O, Nは一直線上にあり，かつAD == BC であることを示

せ．

(3) AOB = 60 ; jbj = 4pjaj のとき，MN ? BC になる q の値を求

めよ．

x13. 空間のベクトルと図形

13.1 ベクトル a, b, cが一次独立であるとき，a方向の単位ベクトルを e ，a

と bの作る平面の中で e に垂直な単位ベクトルをe ，さらに e ; e に垂

直な単位ベクトルを e とする．このようにして正規直交基底fe ; e ; e g
を作る方法をグラム・シュミットの直交化という．e は e = e £e と

取ればよい．次の各組のベクトルを正規直交化せよ．
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(1) a = (0; 1; 1); b = (1; 1; 0); c = (0; 0; 1) (神戸大*)

(2) a = (1; 0; 1); b = (1; 1; 1); c = (0; 1; ¡1) (九大*)

13.2 次の式を証明せよ．(a; b) は内積，a£ b は外積を表す． (東北大*)

(1) a£ (b£ c) = (a; c)b¡ (a; b)c
(2) (a£ b; c£ d) = (a; c)(b; d)¡ (a; d)(b; c)

13.3 空間に原点Oと点A(1; 0; 0), B(1; 1; 0), C(0; 0; 1) があり，直線OAを

l, 直線 BCをmとする．平面 ¼ は点 (1; ¡1; 1) を通り，直線 l; m の ¼

上への正射影が平行な直線または 1点と直線であるようなものとする．

このような平面 ¼ のうち，原点からの距離が最大になるものを求めよ．

(東大)

13.4 球 x + y + (z ¡ 1) = 1に接し点A(0; 0; 3)を通る平面について次の問

に答えよ． (長岡技大*)

(1) このような平面で y 軸に平行なものの方程式を求めよ．

(2) このような平面が x軸，y 軸に交わるとき，x軸との交点を P，

y 軸との交点をQとして，線分 PQの最小値を求めよ．

13.5 2点A(0; 1; 2), B(5; 2; 9) がある．平面 ® はAを通り直線ABに垂直で

あるとする．

(1) 平面 ® と x 軸の交点をQとするとき，OA ? OQであることを

証明せよ．

(2) OAを軸として点Qを回転させたとき，点Qが再び平面 ® に交

わる点Tの座標を求めよ． (豊橋技大)

13.6 k は定数で k >
p
3 とする．次の問に答えよ． (豊橋技大*)

(1) 平面 x+ y + z = k 上で yz + zx+ xy = 1 を満たす点 P(x; y; z)

は曲線Cをえがく．定点K
k

3
;
k

3
;
k

3
からC上の点への距離を求

めよ．

(2) 解答用紙面を平面 x+ y + z = kとするとき，曲線 Cを図示せよ．

(3) yz+ zx+xy = 1;
p
3 ≦ x+ y+ z = k ≦ 2

p
3 を満たす点が作る空

間の体積を求めよ．
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5 行列と行列式

x14. 行　　列

14.1 行列A =
0 t

¡t 0
について，級数 B = E + A を求めよ．

(名工大)

14.2 AD ¡BC = 1のとき次の等式を証明せよ． (長崎大*)

A B

C D
=

A B

C D

ただし，A+D = 2 cos µ とし，A ; B ; C ; D は次の式で与えられる

ものとする．

A sin µ = A sinnµ ¡ sin(n¡ 1)µ; B sin µ = B sinnµ

C sin µ = C sinnµ; D sin µ = D sinnµ ¡ sin(n¡ 1)µ

x15. 1次変換

15.1 平面上の点 (x; y)に点 (x ; y ) を対応させる規則が，次の (i), (ii)によっ

て与えられている．

(i) x = x+ y; y = 3x+ 2y とする．

(ii) 点 (x ; y ) を原点のまわりに，反時計方向に 45 回転して得られる

点を (x ; y )とする．

この規則によって直線 y = ax+ bの点がすべてこの直線上に移されると

き a; bの値を求めよ． (豊橋技大)

15.2 平面上の 1次変換 f が任意の直交するベクトルを直交するベクトルに

移すものとする．そのとき，2つのベクトル u, vの作る角と f(u); f(v)

の作る角は等しいことを示せ． (岡山大*)

x16. 行列式

16.1 x+ y + z = ¼ のとき次の行列式の値を求めよ． (北大)

¡1 cos z cos y

cos z ¡1 cosx

cos y cosx ¡1
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16.2 次の行列式で定義される関数について，g(x; y; z); h(x; y; z)はf(x; y; z)

で割り切れることを証明し，その商を求めよ．

f(x; y; z) =

x y z

x y z

x y z

; g(x; y; x) =

x y z

x y z

x y z

h(x; y; z) =

x y z

x y z

x y z

(長岡技大)

16.3 次の連立方程式を解け．

(1)

x + x + x = 2

3x + 2x + x + 2x = 5

x + x + x + 2x = 4

(東商船大)

(2)

(m+ 1)x + x + x = m¡ 2
x + (m+ 1)x + x = ¡2
x + x + (m+ 1)x = ¡2

(北大)

x17. 行列の固有値と対角化

17.1 A =

a b b

b a b

b b a

のとき， lim A を求めよ． (山梨大)

17.2 行列 A =

2 1 1

1 2 1

1 1 2

について，

(1) A の固有値と単位固有ベクトルを求めよ．

(2) exp(tA) を求めよ．t は定数とする． (北大*)

17.3 x; y; z の同次 2次式

f(x; y; z) = x + y + z ¡ 2xy ¡ 2yz
について，次の問に答えよ． (長岡技大)
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(1) x =

x

y

z

とおくとき，f(x; y; z) = xAx が成り立つような対

称行列A を求めよ．

(2) 新しい変数 u; v; w が

u

v

w

=

1p
2

0 ¡ 1p
2

1

2
¡ 1p

2

1

2

1

2

1p
2

1

2

x

y

z

で与えられるとき，f(x; y; z) を u; v; w で表せ．

17.4 実 2次形式を g(x; y; z) = 2x + y + z ¡ 6yz で表し，行列 F = (f ) は

3次の対称行列である．

(1) ベクトル x =

x

y

z

と対称行列 F を用いることにより xFx =

g(x; y; z) が成立している．この行列 F を求めよ．

(2) F の固有値および単位固有ベクトル e ; e ; e を求めよ．

(3) 列ベクトル e ; e ; e を横に並べて作られる P = (e e e )が直

交行列であることを確かめよ．また，座標変換 x = Px とおいて

2次形式 g(x; y; z) が標準化できることを示せ．ただし x =

x

y

z

とする． (阪大)

17.5 (1) 実数 a; b; c が a + b + c = 1 を満たすとき，対称行列

A =

a ab ac

ab b bc

ac bc c

は固有値として 0 (重複度 2) と 1 をもつことを示せ．
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(2) 逆に，固有値として 0 (重複度 2)と 1をもつ対称行列 A に対して，

a + b + c = 1 を満たす実数 a; b; c が存在して，A が上記の形に

書けることを示せ． (岡山大*)

17.6 3次の正方行列 A を A =

6 ¡3 ¡7
¡1 2 1

5 ¡3 ¡6
とする．

(1) A の固有値，固有ベクトルを求めよ．

(2) M を 3次正方行列全体の作るベクトル空間とし，M 上の 1次

変換 ' : M !M を，任意の 3次正方行列 X に対して

' (X) = AX

と定義する．' の固有値，固有ベクトルを求めよ． (東工大*)

x18. 1次従属・1次独立と行列の階数

18.1 4次の正方行列 A =

a
p
2b 0 b

a 0
p
2b c

a ¡p2b 0 b

a 0
p
2c c

とし，基本ベクトルを

e ; e ; e ; e とするとき，次の問に答えよ． (山梨大)

(1) Ae ，Ae ; Ae ; Ae が 1次独立であるとき a; b; c の関係を求

めよ．

(2) 任意の xに対して jAxj = jxjであるとき a; b; cの値を求めよ．

18.2 a =

¡3
5

¡1
; a =

0

2

2

; a =

2

¡1
3

; b =

2

k

¡3
とする．

(1) k を適当に定めて bを a ; a ; a の 1次結合で表せ．

(2) (1)で得られた表し方は一通りではない．その理由を述べよ．

(電通大*)

18.3 行列A =

1 1 1

1 ¡1 1

2 0 2

とベクトル b =

8

0

8

が与えられている．その
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とき次の問に答えよ． (千葉大*)

(1) 行列 A の階数を求めよ．

(2) 像 Im A の表す空間図形を求めよ．

(3) bが 核 KerA の要素と直交することを示せ．

(4) Ax = b を満たす xを求めよ．

像 Im A は y = Ax であるベクトル yの集合，核 KerA は Ax = 0

となるベクトル xの集合で，どちらも部分空間を作る．

Im A = fy = Ax j 任意のベクトルxg， KerA = fx j Ax = 0g

18.4 f : R ! R は　 x =

x

y

z

w

に対して f(x) =

x ¡y + z + w

x +2z ¡ w

x +y +3z ¡3w

で定義される線形写像とする．このとき f の像および核の基底と次元を

求めよ． (九大*)

18.5 行列 A =

1 ¡1 0

¡1 2 ¡1
0 ¡1 a

0

0
1 ¡1

¡1 1

について次の問に答えよ．

(1) 行列Aの階数はいくらか．

(2) 行列A が非負定値であるための条件を求めよ．(非負定値とは任意

のベクトル xに対して xAx≧ 0 であることをいう．)

(3) 部分空間 fx j Ax = 0g の基底を求めよ． (図情大)

18.6 4次元ベクトル空間 R において部分空間W を

W =

x

x

x

x

x + x + x = 0

x + x + x = 0

とする．
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(1) W の基底を 1組求めよ．

(2) W の直交補空間の正規直交基底を 1組求めよ． (東工大)

18.7 2次以下の実数係数多項式 f(x) = a + a x+ a x 全体で作る線形空間

(ベクトル空間)を V とする．

(1) V の変換 T :f(x)! (t¡ x) f(t)dt は V の線形変換であるこ

とを示せ．

(2) 基底 f1; x; x g に関して，この線形変換 T を表す行列を求めよ．

(名工大)
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問題集　3

1 微 分 法

x1. いろいろな関数の導関数

1.1 放物線 y = 4px (p > 0)について次のことを示せ．

(1) 焦点 F(p; 0)を極，x 軸を始線とするとき，x = p+ r cos µ; y =

r sin µ である．

(2) この放物線の極座標に関する方程式は r =
2p

1¡ cos µ である．

(3) 焦点Fを通る任意の弦をPQとするとき
1

FP
+

1

FQ
は一定である．

1.2 だ円 C :
x

4
+ y = 1 について次の性質を証明せよ． (新潟大*)

(1) 点 F(
p
3; 0) と C 上の点 P(x; y) を結ぶ線分 FP の長さを r，線分

FP と x軸の正の方向との作る角を µ とするとき次の式が成り立つ．

r =
1

2 +
p
3 cos µ

(2) だ円 C 上の 2 点を結ぶ線分を C の弦という．点 F を通る C の任

意の弦 PQ に対して，線分 FP, FQの長さをそれぞれ p; q とする

とき，
1

p
+
1

q
は一定である．

(3) 点 F で互いに直交する C の 2 つの弦の長さの逆数の和は一定で

ある．

1.3 p; q は p > 1;
1

p
+
1

q
= 1 を満たす実数であるとき，次の不等式を

証明せよ． (鹿児島大*)

(1) b は正の実数として，x≧ 0 でつねに

f(x) =
1

p
x ¡ bx+ 1

q
b ≧ 0

(2) a > 0; b > 0 (i = 1; 2; ¢ ¢ ¢ ; n) とするとき

a b≦ a b
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x3. テイラーの定理

3.1 関数 x log x の第 n次導関数について次の式を証明せよ． (室蘭工大)

fx log xg =
(n¡ 1)!
x

3.2 関数 y(x) = tan xについて次の問に答えよ．

(千葉大,類：信州大,名工大)

(1) (1 + x )y + 2xy = 0 が成り立つことを示せ．

(2) (1)の両辺をn回微分して，y ; y ; y の関係を示せ．y = y

とする．

(3) y (0) の値を求めよ．

(4) tan x のマクローリン展開を求めよ．

3.3 関数 y(x) = sin xについて次の問に答えよ． (類：東農工大,山口大)

(1) y と y を求めよ．

(2) 次の式を数学的帰納法で証明せよ．

(1¡ x )y ¡ (1 + 2n)xy ¡ n2y = 0

(3) y (0)を求めよ．

3.4 y(x) =
1p
1 + x

log(x+
p
1 + x )とする．次の問に答えよ．(東商船大)

(1) (1 + x )y + xy = 1が成り立つことを示せ．

(2) (1) の両辺を n+ 1回微分して，次の式を証明せよ．

(1 + x )y + (2n+ 3)xy + (n+ 1) y = 0 (n = 0; 1; 2; ¢ ¢ ¢)
(3) y (0)を求め，y(x)をマクローリン展開せよ．

3.5 f (x) =
1

n!2
f(x ¡ 1) g とするとき，次の問に答えよ． (東北大)

(1) 2n次の多項式 (x ¡ 1) の k 次の項の一般式を書け．

(2) f (0)を求めよ．

(3)
f (0)

f (0)
を求めよ．

3.6 f(x) =
x

(2n)!
; g(x) =

x

(2n+ 1)!
とする． (東農工大*)

(1) 項別微分することにより，f (x) = g(x); g (x) = f(x) を示せ．

(2) ff(x)g ¡ fg(x)g が定数になることを示し，その値を求めよ．
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2 積 分 法

x4. いろいろな不定積分

4.1 次の関数を積分せよ．

(1)
1

x+
p
x + x+ 1

(名工大) (2)
e (x ¡ 2x+ 1)
(x + 1)

(都立大)

(3)
1p
e + 1

(京都工繊大*)

x5. 定積分とその応用

5.1 第 1象限において円 x + y = 4と双曲線 xy = 1で囲まれる図形を x軸

のまわりに回転してできる回転体の体積を求めよ． (北大)

5.2 n を自然数とする．

(1) 次の不等式を証明せよ． (類:千葉大)

log(n+ 1) < 1 +
1

2
+
1

3
+ ¢ ¢ ¢+ 1

n
< 1 + log n

(2) lim
1 +

1

2
+
1

3
+ ¢ ¢ ¢+ 1

n
logn

を求めよ． (岡山大*)

(3) a = 1+
1

2
+
1

3
+ ¢ ¢ ¢+ 1

n
¡ log n とするとき，0 < a < a を証

明し，n!1 とするとき a が収束することを示せ． (阪大*)

5.3 次の定積分の値を求めよ．

I =
x

x + 4x + 3
dx (n = 0; 1; 2; 3) (東北大)

5.4 P (x)が 3次の整式であるとき，次の式が成り立つことを示せ．(図情大)

P (x)dx =
b¡ a
6

P (a) + P (b) + 4P
a+ b

2

5.5 nを自然数とし，t (0≦ t≦ ¼)を媒介変数とする方程式

x = 1¡ e ; y = sin t

で表される平面上の曲線と x 軸で囲まれた部分の面積を S とするとき，

次の問に答えよ． (九大)

(1) S と S の関係式を求めよ．
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(2) S を求めよ．

5.6 次の各積分について漸化式を導き，その値を求めよ．

(1) I =
x

1 + x
dx

I =
1

2n¡ 1 ¡ I ; I =
¼

4
(京都工繊大*)

(2) I =
1

(x + 1)
dx

I =
3n¡ 2
3n¡ 3 I ; I =

2
p
3

9
¼ (神戸大*)

5.7 I =
sinnx

sin x
dxとするとき，次の値を求めよ． (東北大,類：電通大)

(1) I (2) I ¡ I
(3) I ¡ I (4) I

5.8 ガンマ関数 ¡(s) = x e dx について次のことを証明せよ．

(鳥取大*)

(1) x = r とおくことにより

¡(s) = 2 e r dt

(2) p; q > 0 に対して

B(p; q) = x (1¡ x) dx

とおくとき

B(p; q) = 2 sin µ cos µ dµ

¡(p + q)B(p; q) = ¡(p)¡(q)

5.9 f(t) =
e (t≧ 0)

0 (t < 0)
とするとき，次の問に答えよ． (九大)

(1) t+ s≧ 0で 0≦ t≦ 1の領域を st平面に図示せよ．

(2) g(s) = e f(t+ s)dtとするとき，これを s < ¡1; ¡ 1≦ s≦ 0;

0 < sの場合に分けて計算せよ．

(3) g(s)の最大値とそのときの sの値を求めよ．
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5.10 連続関数 f(x) に対して

f (x) = (x¡ t) f(t) dt (n = 0; 1; 2; ¢ ¢ ¢)
とおく． (鳥取大*)

(1) x に関する導関数 f (x); f (x) を求めよ．

(2) f (x) = xf (x) (n≧ 1) であることを証明せよ．

(3) f (x) の第 n 次導関数 f (x) を求めよ．

5.11 底辺の半径 a，高さ h の円すいと半径 b の球がある． (九大*)

(1) 円すいの体積 V，表面積 S，重心

G の座標 (r ; z ) を積分操作により

を求めよ．

(2) S を一定にして V を最大にすると

きの h を a で表せ．

(3) 図のように，球が円すいに内接す

るとき，h を a と b で表せ．

3 偏微分と重積分

x6. 偏導関数

6.1 3つの定点 A(a ; a )，B(b ; b )，C(c ; c ) がある．A, B, C と異なる点

P(x; y) に対して z = j¡!APj+ j¡!BPj+ j¡!CPj とおくとき，次の式を証明せよ．

@z

@x
@z

@y

=

¡!
AP

j¡!APj +
¡!
BP

j¡!BPj +
¡!
CP

j¡!CPj (長岡技大*)

6.2 r =
p
x + y とするとき，関数 f(r) について次の式を求めよ．

(1)
@

@x
f(r);

@

@y
f(r);

@

@x
f(r);

@

@x@y
f(r);

@

@y
f(r)

(2) 次の式を r だけの関数で表せ．

@

@x
f(r) +

@

@y
f(r) (東北大,類:愛媛大*)

6.3 関数 f; g が 2 回微分可能であるとき，z(x; t) = f(x¡ ct)g(x+ ct)
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は次の偏微分方程式を満たすことを証明せよ．ただし，c は定数とする．

z
@ z

@t
¡ c @ z

@x
=

@z

@t
¡ c @z

@x
(弘前大*)

6.4 関数 f(x; y)に対して

x
@f

@x
+ y

@f

@y
= x

@

@x
+ y

@

@y
f

と書く．原点Oの近くで f(x; y)が無限回微分可能であり，その範囲の各

点 Pで

R (P) =
1

n!
x
@

@x
+ y

@

@y
f(P)! 0 (n!1)

ならば，次の 2 変数関数のマクローリン展開が成り立つ．

f(x; y) = f(0; 0) + x
@

@x
+ y

@

@y
f(0; 0) +

1

2!
x
@

@x
+ y

@

@y
f(0; 0)

+ ¢ ¢ ¢+ 1

n!
x
@

@x
+ y

@

@y
f(0; 0) + ¢ ¢ ¢

これを用いて，次の関数のマクローリン展開を求めよ．

(1)
1p

1¡ x ¡ y (東工大) (2) e cos by (金沢大)

x7. 偏導関数の応用

7.1 (1) 点 P(X; Y ) からだ円
x

a
+
y

b
= 1 へ引いた 2つの接線の接点

が (x ; y ); (x ; y ) であるとき，x x ; y y を Xと Y で表せ．

(2) (1)の 2つの接線が直交するような点 P(X; Y ) の軌跡を求めよ．

(東北大)

7.2 放物線 y = 4px の焦点を通る弦の両端における接線は直交するこを

と示せ． (北大)

7.3 行列
3 2

2 3
で表される 1次変換を f とする．

(1) 1次変換 f による直線 y =
1

2
xの像を求めよ．

(2) xy平面上の単位円 x + y = 1の f による像の曲線上で原点からの

距離が最大になる点の座標を求めよ． (豊橋技大*)

7.4 x+ y + z = f(x + y + z )であるとき，次の問に答えよ． (東農工大)
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(1) z ; z を求めよ．

(2) (y ¡ z)z + (z ¡ x)z = x¡ y を証明せよ．

x8. 重　積　分

8.1 次の重積分の値を求めよ．

dxdy

(x+ y)
(m > 2) D : x≧ 1; y≧ 1 (鳥取大*)

8.2 記号 max(a; b)は a; bの値のうち大きいほうを表すものとする．領域

D : x≧ 0; y≧ 0; x+ y≦ 1におけるmax(x ; y)の重積分を求めよ．

(大阪府大)

8.3 次の関数の領域D における重積分を求めよ． (阪大*)

log(x + y )

(x + y )
D : x + y ≦ 1

8.4 曲面 S : z = x + y の z≦ 4 の部分でできる容器を z 軸の正方向を上

向きにして水をいっぱい満たす．次の体積を求めよ． (長岡技大*)

(1) 満たされた水の体積

(2) 容器を静かに 45 傾けて水をこぼしたとき，残った水の体積

4 微分方程式

x9. 1 階微分方程式

9.1 平面上でOを原点とする．曲線C上の任意の点 Pにおける接線が直線

OPを原点を中心として 30 回転したものに平行である．次の問に答えよ．

(九大)

(1) 直交座標 (x; y)に関して曲線の満たす微分方程式を求めよ．

(2) (1)の微分方程式を極座標 (r; µ)で表せ．

(3) 曲線Cが直交座標の点 (0; 1)を通るとき，曲線Cの方程式を求めよ．

x10. 2 階微分方程式

10.1 次の微分方程式を示された初期条件のもとで解け． (都立科技大)

y ¡ y = e ; y(0) = a; y (0) = b

10.2 次の問に答えよ． (九大*)
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(1) z(t) に関する微分方程式
d z

dt
+mz = 0 (mは正の定数) の一般解

を求めよ．

(2) t の関数 x(t); y(t) の連立微分方程式

x (t) + 2x¡ y = 0

y (t)¡ x+ 2y = 0

の解を求めたい．そのため，この微分方程式に 1次変換

x = X + Y

y = aX + bY
(a; b は定数)

を行う．X に関する方程式が Y を含まないように，また Y に関す

る方程式が X を含まないようにするための a; b の値を求めよ．

(3) X; Y の一般解を用いて，初期条件 t = 0 で x = 2; x = 0; y = 0;

y = 0 であるような解を求めよ．

10.3 f(x) を連続関数とするとき次の問に答えよ． (長岡技大*)

(1)
d

dx
(x¡ t)f(t) dt = 0 を求めよ．

(2) 次の等式が成り立つような f(x) を求めよ．

¡f(x) = x+ d

dx
(x¡ t)f(t) dt

10.4 y = sin(a sin x) (aは定数) とする．

(1) 次の微分方程式が成り立つことを示せ．

(1¡ x )y ¡ xy + a y = 0 (¡1 < x < 1)
(2) y (0) (n = 1; 2; ¢ ¢ ¢) を求めよ． (京都工繊大*)

10.5 f(x) は２回微分可能で f (x) が連続であるとし，すべての実数 x; h に

対して

f(x+ h) + f(x¡ h) = 2f(x) cosh
を満たしているとする．このとき次の問に答えよ． (岡山大*)

(1) lim
1

h
ff(x+h)¡2f(x)+f(x¡h)gを計算し，y = f(x)が解とな

るような y に関する微分方程式を作れ．

(2) f(x) を求めよ．
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10.6 関数 f(x) はすべての実数で定義され何回でも微分可能であり，f(0)

= 1; f (0) = ¡1; f (0) = 1; また異なる実数 u; v に対して等式

f(u)¡ f(v)
u¡ v = f

u+ v

2
1°

を満たしているものとする．このとき次の問に答えよ． (新潟大*)

(1) 任意の実数 x; y (y 6= 0) に対して

f(x+ y)¡ f(x¡ y) = 2f (x)y 2°
が成り立つことを示せ．

(2) 任意の実数 x; y (y 6= 0) に対して

f (x+ y) = f (x¡ y) 3°
が成り立つことを示せ．さらに f (x) を求めよ．

(3) f(x) を求めよ．

5 複 素 数

x11. 複素数と複素数平面

11.1 z ; ¢ ¢ ¢ ; z ; w ; ¢ ¢ ¢ ; w は絶対値が 1 以下の複素数とする．このとき

次の不等式が成り立つことを証明せよ． (阪大*)

jz z ¢ ¢ ¢ z ¡ w w ¢ ¢ ¢w j≦ jz ¡ w j
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付録 確　率

x1. 確　率

1.1 w の間隔で多数の平行線がある．この平行線と µ の角度になるように長

さ l の針を落としたとき，針が直線と交差する確率はいくらか．また，µ

を任意にした場合その確率はどうなるか．ただし，w > lとする．(東大)

1.2 図のように，1辺の長さが 2の正三角形のすべての頂点と各辺の中点に

1から 6の番号をつけ,さいころの出た目とこの番号を対応させる．さいこ

ろを 3回投げて出た目の番号の点をたがいに結

んで図形を作る．3点が同一直線上にある場合は,

この図形は三角形ではない．

(1) 三角形ができる確率を求めよ．

(2) 正三角形ができる確率を求めよ．

(3) できる図形の面積の期待値を求めよ． (豊橋技大)

1.3 機械 A は確率 a で 0 を出力し，確率 1¡ a で 1 を出力する (0 < a < 1)．

機械 B は 0 または 1 を入力として受け取り，0 または 1 を出力するが，

0 が入力されたとき 0 を出力する確率が b であり，1 が入力されたとき 1

を出力する確率が c である (0≦ b≦ 1; 0≦ c≦ 1)．次の問に答えよ．

(1) 機械 A の出力を機械 B に入力する．機械 B の出力が 1 となる確

率を求めよ．

(2) 機械 A の出力を機械 B に入力し，出力を見たら 1 であった．この

とき機械 A の出力が 1 であった確率を求めよ．

機械 A の出力を機械 B に入力し，機械 B の出力を第 1 回目の出力と

する．次に機械 B の 1 回目の出力を機械 B に入力し，その出力を第 2 回

目の出力とする．この手続きを繰り返したとき，第 n 回目の出力が 1 に

なる確率を p とする．

(3) a = 0:5 のとき，p を求めよ．

(4) c = 1 のとき，p を求め， lim p を求めよ． (岐阜大*)
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x2. 確率分布

2.1 A, B の２人がじゃんけんをして勝てば 1 点をやりとりするゲームを行

う．A, B がグー，チョキ，パーを出す確率を g ; g ; c ; c ; p ; p と

する．

(1) １回行うとき A の期待値を求めよ．

(2) A がパーを，B がグーを出さないとき，A の期待値を c ; c を用

いて表せ．

(3) さらに c = c = cとして A の期待値が最大になる c を求めよ．

(4) c = c =
1

2
として A の期待値を求め，さらに A と B のどちら

が有利か示せ． (阪大*)

付録 統　計

x4. 正規分布

4.1 母集団分布が未知母数 µ を含み，確率密度が f(x; µ) であるとき，大き

さ n の標本値が x ; x ; ¢ ¢ ¢ ; x になる確率密度は，それらが互いに独立

ならば，

L(µ) = L(x ; x ; ¢ ¢ ¢ ; x ; µ) = f(x ; µ)f(x ; µ) ¢ ¢ ¢ f(x ; µ)
で与えられる．これを µ の尤度関数という．L(µ) を最大にする µ の値 µ̂

を母数 µ の最尤推定値という．

x ; x ; ¢ ¢ ¢ ; x が確率密度

f(x) =
µx (0≦ x≦ 1)のとき

0 x < 1; 1 < xのとき

をもつ分布からの標本とするとき，µ の最尤推定値を求めよ． (九大*)

4.2 r = 0; 1; 2; 3; ¢ ¢ ¢ に対して，確率分布が

p = P (X = r) = e
¹

r!
(¹は正の定数)

で与えられる離散分布をポアソン分布という．この分布について

(1) p = p + p + p + ¢ ¢ ¢ = 1であることを証明せよ．

(2) 平均，分散を求めよ． (名大)
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